
Задаци - четврта недеља

задаци са * су посебно важни

1. Нека jе за x ∈ [−1, 1] дефинисан низ функциjа

fn(x) =
x2

n+ 1
, n ∈ N.

а) Доказати да низ (fn) униформно конвергира на интервалу [−1, 1].

б) Доказати да низ извода (f ′
n) униформно конвергира [−1, 1].

в) Проверити да важи (
lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′
n(x).

2. Нека jе дат низ функциjа fn : R → R,

fn(x) =
sinnx

n
, n ∈ N.

а) Доказати да низ (fn) униформно конвергира ка нула-функциjи.

б) Доказати да низ извода (f ′
n) не конвергира униформно.

3. Нека jе функциjа φ : R → R дефинисана са

φ(t) =

t2(1− t)2, t ∈ [0, 1],

0, t /∈ [0, 1].

За x ∈ (0, 1) дефинишимо низ функциjа

fn(x) =
1

n
φ
(
n(1− x)

)
.

а) Доказати да jе свака функциjа fn диференциjабилна на (0, 1).

б) Доказати да fn → 0 равномерно на (0, 1).

в) Израчунати f ′
n(x) и доказати да f ′

n(x) → 0 за свако x ∈ (0, 1).

г) Докажите да конвергенциjа низа (f ′
n) ниjе равномерна на (0, 1).

4. * Доказати да степени редови
∑∞

n=0 an(x − x0)
n и

∑∞
n=1 nan(x − x0)

n−1 имаjу исти радиjус
конвергенциjе.

5. * Доказати да jе Риманова зета функциjа ζ : (1,+∞) → R,

ζ(x) =

∞∑
n=1

1

nx

бесконачно пута диференциjабилна.


